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Ondas internas

Introdugdo

TASMAN SEA

The waves travel 1,500 miles (2,414km)
to hit the south east coast of Tasmania

Continental shelf

Macquarie Ridge

© Mallonline

Figura: Esquema para ondas internas. Fonte: MailOnline: Science &
Tech, 28/01/2015.




Ondas internas

Introdugdo

A equagéo ILW
Regularizada

O sistema

do tipo
Boussinesq
para ondas
intermediarias

Figura: Ondas internas no oceano. Fonte: MailOnline: Science &
Tech, 28/01/2015.




O modelo dispersivo nao linear

N — [(1 —a/n)u]x =0

2
Ut +aUuy — 1y = \/B%T[Uxt] + 'guxxt-

onde

—

T[f](k) = icoth(kh)f(k), k #0, keR (ouZ).



Introdugédo

O modelo dispersivo nao linear

N — [(1 —a/n)u]x =0

2
Ut +aUuy — 1y = \/B%T[Uxt] + 'guxxt-

onde

—

T[f](k) = icoth(kh)f(k), k #0, keR (ouZ).

No dominio fisico, & a convolugdo com os nucleos:




Esquema do modelo

Introdugdo




Sobre 0 modelo e os espacos

Choi e Camassa (1999): sem o termo guxxt.

Zarate, Alfaro, Nachbin e Choi (2009): versao melhorada.



Sobre 0 modelo e os espacos

Introdugdo

Choi e Camassa (1999): sem o termo guxxt.
Zarate, Alfaro, Nachbin e Choi (2009): versao melhorada.

intermediarias

HS(R) = {f e S'(R); 6 mensuravel e ||fs < oo} :

e ={ [ i

1
2

?‘(k)‘2 dk]
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e A equagao ILW Regularizada



ILW x ILWR

Introdugéo Joseph (1977) —

A equacao ILW
Regularizada

2
O sistema ILW: Ut + Uy — a’UUX \/>p UXX] =0.

Abdelouhab, Bona, Felland, Saut (1989): H®, s > 3/2.
Burg e Planchon (2008): H%, s > 1/4.



ILW x ILWR

Introdugéo Joseph (1977) —

A equagdo ILW
Regularizada

ILW:  uf + Uy — auux \[pz T [ux] = 0.

Abdelouhab, Bona, Felland, Saut (1989): H®, s > 3/2.
Burg e Planchon (2008): H%, s > 1/4.

ILWR:  u + uy — cxuux \/,02 T [ux] = O.



Velocidades de fase

Introdugéo 1 —I— '\/B%k COth (kh) Py Se k ;& 0,
1

A equacao ILW

Regularizada
O sistema 1 + ﬁ 12, se k =SS 0.
h pr
ILW: “’”“elf(k) — A(k) =P

ILWR: —=— — 0.



Boa colocacéo equacéo linear

Introdugao O prObIema
A equagdo ILW

Regularizada ueC (R, HS(OU HSer))

O sistema

do tipo 2

Bou‘ssmesq Ut S UX - \/ﬁp_T(U)(t) = 0 em HS(OU ngr)
para ondas p1

intermediarias

u(0) =¢ € H%(ou Hﬁe,),

s € R, é globalmente bem-posto. Sua Unica solugdo, que
depende continuamente do dado inicial, é dada por

u(x,t) = —F [eA_k)ti(k)] (x), no caso nao periddico, e

u(x,t) = F1 [eA k)ti(k)] (x), no caso periddico.




Boa colocacdo equacéao nao linear

Introdugdo

Teorema 2.2.
A equagdo ILW
Regularizada

R Sejam s > % e¢ e H°. Entao existe T = T (s,||¢|s) > O tal
E e que o problema de Cauchy nao linear

Boussinesq
para ondas

intermediarias ue C ([—T T] Hs (OU Hser))
U + Uy — a/uux \[pz T (uy) =0 em H® (ou H;e,)
u(0) =¢ € H® (ou Hf,e,),

é localmente bem-posto.




Definicao de boa colocagao

Definigao.
Sejam X, Y espacos de Banach e F : Y — X uma funcéo
ooz continua. Diz-se que o problema de Cauchy

O sistema

Introdugdo

A equagdo ILW

intermediarias

S u(t) = F(u(t)) € X
u(0)=¢ €Y,

€ localmente bem-posto em Y se

(@ 3T>0eumafungdoue C([-T,T];Y) tal que u(0) = ¢
e a equacao diferencial é satisfeita no seguinte sentido

o Jutt ) —u

lim - F(t.u(t)

X




Definicao de boa colocagao

Introdugéo DeﬁnigéO.

g (b) o problema de Cauchy tem no maximo uma solu¢cdo em

Regularizada

O sistema C ([_ T’ T]v Y),
gz&‘ginesq (c) e o mapa ¢ — u é continuo.
ﬁi?ﬂggg\aﬁsnas Ma|S precisamente, Sejam ¢*7 (bn € Y, n= 1, 2, o 0 og taIS

que ¢n Y, ¢*eu* e C([-T* T*];Y), u, as solugdes
correspondentes. Entdo, V n suficientemente grande, as
solugdes u, podem ser estendidas para o intervalo
[—T*, T*] evale

lim  sup [lun(t) — U (t)|ly = 0.

n—aoo [—T*,T*]




Demonstragao:

Equacdo integral:  u(t) = ¢ —

Introdugéo

A equagéo ILW
Regularizada

O sistema

do tipo
Boussinesq
para ondas
intermediarias



Demonstracéo:

Introdugéo Equagao |ntegral: U(t) = ¢ — .
A equagdo ILW
Regularizada

O sistema
do tipo J . /\ — /\

Boussinesq

para ondas Vi— JV [ T T] — per (OU ngr)

=¢— f ( T)— V(T ))d‘r.

Teorema 2.3 (Teorema do Ponto Fixo de Banach).

Seja (A, d) um espago métrico completo e suponha que
J : A — A\ é uma contragdo estrita. Entdo J tem um Unico
ponto fixo, isto é, existe um unico Xy € A tal que J(Xp) = Xo.




Introdugao
I A = A(T.R.¢) = {ve C(I-T. T|; H° (ou Hg)); d(v,®) < R}.
Regularizada



Introdugdo

ORI A\ = A(T.R.¢) = {ve C([-T.TI; H* (ou Hx,)); d(v.®) < R}.
Regularizada

O sistema

T = min{T1,T2},

p2 R 1
Ty = /B2 :
1 '8.01 <R + |¢|s> (%aCs(R + [8lls) + 1>

02 1
P1Cs (3a (R + |¢]s) + 1)




(a) Existéncia de solucao

Introdugdo

A equacao ILW
Regularizada

Il v e Atal que v(t) = ¢ — Jot G * <§afv2(r) — v(r)) dr



(a) Existéncia de solucao

Introdugdo

A equacao ILW
Regularizada

intermediarias




(b) Unicidade

Introdugéo Vi € C([_-r||¢l”3’ -,-||¢IHS]’ HS (Ou ngr))
A equagio ILW Vit = é * Vi em H3 (OU ngl’)

Regularizada
vi(0) = ¢i € H® (ou HS,), =12

O sistema



(b) Unicidade

Introdugéo Vi € C([_-r||¢l”3’ -,-||¢IHS]’ HS (OU ngr))

A equagao ILW Vit = é * Vi em H3 (OU ngr)

Regularizada :

O sistema V,'(O) = ¢i € HS (OU ngr), | = 1’2

Desigualdade de Gronwall =

Iva(t) = va(D) s < |1 — d2lls€PMl,  Wie[-T,T],

onde T = min {TH¢1 lls T||¢2Hs} =

N 3
B= Csﬁ (ZG(ZR + llo1]s + [#2]s) + 1) ,sete[-T,0].



(c) Dependéncia continua dos dados iniciais

Introdugdo

A 30 ILW
F(:gquulzﬁi(;da C0H¢n _ ¢*HS eCo|t\

O sistema Vv, t - V* t § s
t H n() ()HS CO+C1H¢H_¢*”S (1_eC0|t‘)




(c) Dependéncia continua dos dados iniciais

Introdugdo

A 30 ILW
F(:g.]quulzﬁi(;da COH¢n _ ¢*HS eCo|t\

O sistema V, t - V* t < D
t H n() ()HS CO+C1H¢H_¢*”S (1_eC0|t‘)

Portanto
lim sup |va(t) — v*(t)|ls = 0.

n—aoo [_ T



Boa colocacéo global

Introdugéo

A equagio ILW Teorema 2.4.

Regularizada

O sistema Sejam s > e ¢ € HS. Entdo o problema de Cauchy néo linear
do tipo
Boussinesq

Ele Jas S

FE ueC (R, HS (ou HS,,))
2

Ut + Uy — —auux \/ﬂO T (uxt) = 0 em H® (ou Hpg,)

u(0) =¢ € H® (ou ng,,),

é globalmente bem-posto.




Demonstragao:

Introdugdo

Lema 2.5.
A equagdo ILW
Regularizada

S Se u satisfaz a equagédo ILWR no sentido das distribuicbes e
Boueinoss ue C([-T,T],H®) paraalgum s > 1, entdoV te [-T,T] a

para ondas Segulnte norma é preservada.

intermediarias

Hu@Illy = lllelll5

ity = ([ ac ‘?(k)‘zdk)%.

—0

onde




Demonstracéo:

~z p1
lu®ls < l¢ls + ‘
A equagéo ILW - ) \/sz

Regularizada

t
3
|, Il + FaCaful Jul, o
0



Demonstracéo:

~z p1
lu®ls < l¢ls + ‘
A equagéo ILW - ) \/sz

Regularizada

t
3
|, Il + FaCaful Jul, o
0

Lema 2.6 (Estimativa do tipo Brezis-Gallouet).

ueHs, s> 5 = ful, < C(1+ g+ [ul5)) lul




Demonstracéo:

t
e P 3
Introdugéo HU(t)HS < ||¢HS + % ‘L HUHS + EQCS HUHCD Hu”s dT

A equagdo ILW
Regularizada

O sistema

Lema 2.6 (Estimativa do tipo Brezis-Gallouet).

ueHs, s> 5 = ful, < C(1+ g+ [ul5)) lul

[n®ls < lgls + Co

)

[ (2+ /g (1 + o)) Il e

0




Demonstracéo:

t
. 21 3
Introdugao HU(t)HS < ||¢HS + % ‘L HUHS + EQCS HUH(D HU”S dT

A equagdo ILW
Regularizada

O sistema
do tipo

Lema 2.6 (Estimativa do tipo Brezis-Gallouet).

Bl vetts> ) = Jul, <O (14 Viog(T+ull) luly

[n®ls < lgls + Co

)

) (2+ yflog 1+ ko)) 1l o

0

= |n(t)]s <%,

Co = Co (#];) € C1 = 1 +log(1 + 415). u
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O sistema linearizado

Sistema linearizado:

Introdugdo

A equacao ILW Tlt — UX = 0

Regularizada o = 0 =

O sistema Ut —nx = b7 [UXI] + a Uxxi,
do tipo

Boussinesq

para ondas

intermediarias

Observacao.
Equagéo da onda:




Introdugdo

A equacao ILW
Regularizada

O sistema

do tipo
Boussinesq
para ondas
intermediarias

Boa colocacéo sistema linearizado

Teorema 3.1.

O problema de Cauchy
(n.u) € C (R, HSo, x Hoa')
M —uUx =0, em Hg x HS:,1
ut - nx = b(]— [uXt] + a Uth, em ngr X HS;—,«1

(1(0), u(0)) = (¢.¥) € Hper x Hpgr',

s € R, é globalmente bem-posto. Sua Unica solugado, que depende
continuamente do dado inicial, é dada por

[ =G )
¥ (k) cos <\/th(7)) +i m¢(k)5e” (\/%)




Demonstracéo:

T’t — uX = Oa
= Ui(t) = gU(t),
Ut —nx = b7 [uxt] + a Uxxt, 1t

Introdugéo

O sistema

do tipo
Boussinesq
para ondas
intermediarias



Demonstracéo:

T’t _ uX = Oa
Introdugéo Ut —Tix = b T [UXt] +a UXXT’

A equagéo ILW
Regularizada

Osi§tema _— . 0 Ik "
ST onde GUK) = MT) =  _, s ) Dl
ﬁ::r:gg?ésrias
~ —ik
Pk) = — o u:(”).
A(k) u




Demonstragao:

77t _ uX = Oa
Introdugéo Ut —Nx = b T [uXt] +a UXXT’

A equacao ILW
Regularizada

Osi§tema _— . 0 Ik "
ST onde GUK) = MT) =  _, s ) Dl
%at;?rszgiaa’\srias
~ —ik
Pk) = — o u:(”).
A(k) u

SER = GeB(H,xH') e

1

r(mHUHs,g.

|GU|s5 <




Na literatura: dispersdo em ambas as equacgoes

2006 - Alazman, Albert, Bona, Chen e Wu
Introdugéo (estudo analitico e numérico, modela ondas de superficie)

1
nt + UX + E(n u)x = gfnxxt
do tipo
Boussinesq 1
para ondas

intermediarias Ut +1nx + elly = gfuxxt.



Na literatura: dispersdo em ambas as equacgoes

2006 - Alazman, Albert, Bona, Chen e Wu

Introducéo (estudo analitico e numérico, modela ondas de superficie)
A o ILW
Regularizada 1
O sistema Nt + Ux + E(T] U)X = ganXt
do tipo
Boussinesq 1
d = —
i‘:zarrsgd;srias Ut +11x + €UUx = GGUXXt'

2014 - Grajales
(garante a existéncia local de solugdes)

62

n — ((1 - (IT])U)X = Enxxt
2
€
U + au uy + <1 = /2) Nx = /EE’H(Uxt) + — Uxxt>
P1 P1 6



Na literatura

2012 - Li Xu
(termo dispersivo apenas na primeira equagao)

Introdugdo

nt +p[(1 —an)u] + [6b k coth(hk)m:] +

Boussinesq

[(0— 1)pb k coth(hk)T] = 0
Rt ur—apuuyx + (1 —p)nx = 0.



Na literatura

2012 - Li Xu
(termo dispersivo apenas na primeira equagao)

Introdugdo

nt +p[(1 —an)u] + [6b k coth(hk)m:] +

Boussinesq

[(0— 1)pb k coth(hk)T] = 0
Rt ur—apuuyx + (1 —p)nx = 0.

2002 e 2004 - Bona, Chen e Saut



Na literatura

2012 - Li Xu
(termo dispersivo apenas na primeira equagao)

Introdugdo

nt +p[(1 —an)u] + [6b k coth(hk)m:] +

Boussinesq

[(9 —1)p bk coth(hk)uy] =0
Prermediéras ur—apuuy + (1 —p)nx =0.
2002 e 2004 - Bona, Chen e Saut
1981 - Schonbeck

(existéncia e unicidade local, sistema original de Boussinesq)

nt + Uy + (un)x =0
Ut +1mx + UlUx — Uy = 0.




Propriedades de 7

Introdugéo Lema 3-3-

A equacao ILW

Regularizada Sejam f e g fungées a valores reais. Entdo

O sistema

s ETIghs = =<9.T1f)s e (LTIf)s =0,

para ondas
intermediarias

YV s € R, sempre que o produto interno fizer sentido.

(Tf], f)s = 0,

V' s € R, sempre que o produto interno fizer sentido.




Leis de Conservacéao

Introdugdo

O sistema

do tipo
Boussinesq
para ondas
intermediarias




Leis de Conservacéao

Introdugdo

Regul

O sistema

do tipo
Boussinesq
para ondas
intermediarias

0 2 0 0 0
L(1) :f v—dx+9f VXT[V]dX-i-gf vfdx+f oo(w, 1),

—0 2 2 —0 —00 —00

oo(w, 1) = wlogw —w + 1,

w=1—an, vV = au.



Sistema com regularizacao parabdlica

n — [(1 - a’ﬂ)U]x = €Nxx,

Regul

O sistema Ut + au Uy —nx = bT [ux] + a Uxxt, € > 0.
do tipo

Boussinesq

para ondas

intermediarias



Sistema com regularizacao parabdlica

n — [(1 - a’ﬂ)U]x = €Nxx,

Regula

O sistema Ut + au Uy —nx = bT [ux] + a Uxxt, € > 0.
do tipo

Boussinesq

para ondas

intermediarias

JOO n(x, t)dx = JOO #(x)dx e L(t) < L(0),

—0

onde

o] 2 e0] o] o0
L(t)ZJ v—dX+9f VXT[v]dx+gJ vfdx+f oolw, 1).

o 2 2 —5 —s8



Existéncia de solugéo (sist. regularizado)

Seguindo o que fez lério (1986) para BO:

Introdugdo

Teorema 3.5.

A equacao ILW
Regularizada

0 sctoms Sejam's > §, e > 0 e (¢,¢) € H+' x HS'. Entdo existe
A Tes = T(s,|9|s+1,||¥]s+1,€) > O tal que, para cada €, o

para ondas problema de Cauchy n&o linear

intermediarias

(m.u) € C ([0, Tes], HS! x H¥*T)

m — [(1 - QU)U]X = €Nxx, €em HS=1 x H5—!

Ut +aUly —1x = bT [Ux] + @lxe, emH ! x H

(1(0),u(0)) = (,9) € H'! x HoHT, "

possui uma solugdo local (e, ue), no sentido forte.

v




Demonstracédo: Formulacéo integral

Regula

O sistema

do tipo
Boussinesq
para ondas
intermediarias




Extensao das solugdes

Introdugdo

Teorema 3.6.

A equacao ILW
Regularizada

0 sistema Nas condi¢cbes do teorema anterior seja, para cada € > 0,
- (17, uc) uma solugéo do problema de Cauchy (1). Entéo
ki (17, Ue) pode ser definida em um intervalo [0, Ts],

Ts = T(s, |¢|s+1. |¥]|s+1) > 0 independente de €. Além disso

existem p € C ([0, Ts],R) e C1(h) > O tais que
[ne(D)]5 + ue®)5 + Cr(h) |uelz,q < p(D),

p(0) = 9% + Il + Ci(h)vlz,.  Vte[0,Ts].




Existéncia e unicidade de solucao

Introdugdo TeOI‘ema 3.7.

RS Sejam s > 2 e (¢,y) € HSH! x H5*! fungbes a valores reais.

O sistema Entdo existe TS =T (S, H¢H5+1 5 Hl//H3+1) > 0 tal que o

e problema de Cauchy ndo linear

para ondas
intermediarias

(n,u) € C ([0, Ts], H® x H*T)

n—[(1 —anu], =0, emHS 2 x H5!

U+ auuy —1ix = bT [ux] + aUxxr, emHS 2 x HS
(n(0), u(0)) = (¢,) € H*™T x H**,

possui uma unica solugéo local.




Demonstracéo:

m (7e(t), Ue(t)) = (0(t), Uo(t))

li
e—0

Osistema existe em HS~1 x HS uniformemente sobre [0, Ts],
o tipo

Boussinesq
para ondas
intermediarias

* Desigualdade de Gronwall = unicidade,

(0, Uo) € C ([0, Ts], H® x HS*T)

e satisfaz a equacdo em HS2 x H~1,
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Obrigada

Introdugdo

ILW

O sistema
do tipo
Boussinesq
para ondas

intermediarias Obrigada pela atencao!
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