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O modelo dispersivo não linear

$&%
ηt �

�p1 � αηqu�x � 0

ut � αu ux � ηx �
a
β
ρ2

ρ1
T ruxt s � β

3
uxxt .

onde

yT rfspkq � i cothpkhqpfpkq, k � 0, k P R pou Zq.

No domínio físico, é a convolução com os núcleos:
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Esquema do modelo

x

z η(x, t)
ρ1
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h1

h2

α � ra
h1

a
β � h1
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Sobre o modelo e os espaços

Choi e Camassa (1999): sem o termo β
3uxxt .

Zárate, Alfaro, Nachbin e Choi (2009): versão melhorada.

HspRq �
!

f P S1pRq; f̂ é mensurável e }f}s   8
)
,

}f}s �
�» 8

�8
p1 � k 2qs

���̂fpkq���2 dk
� 1

2
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ILW � ILWR

Joseph (1977) Ñ

ILW: ut � ux � 3
2
αuux �

a
β
ρ2

ρ1
T ruxxs � 0.

Abdelouhab, Bona, Felland, Saut (1989): Hs , s ¡ 3{2.

Burq e Planchon (2008): Hs , s ¡ 1{4.

ILWR: ut � ux � 3
2
αuux �

a
β
ρ2

ρ1
T ruxt s � 0.
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Velocidades de fase

Apkq �

$''&''%
1 �

a
β
ρ2

ρ1
k coth pkhq , se k � 0,

1 �
?
β

h
ρ2

ρ1
, se k � 0.

ILW:
ωnregpkq

k
� Apkq |k |Ñ8ÝÑ 8.

ILWR:
ωpkq

k
� 1

Apkq
|k |Ñ8ÝÑ 0.
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Boa colocação equação linear

Teorema 2.1.

O problema$'''&'''%
u P C

�
R,Hspou Hs

perq
�

ut � ux �
a
β
ρ2

ρ1
T puxtq � 0 em Hspou Hs

perq
up0q � φ P Hspou Hs

perq,

s P R, é globalmente bem-posto. Sua única solução, que
depende continuamente do dado inicial, é dada por

upx, tq � 1?
2π
F �1

�
e

�ik
Apkq t pφpkq� pxq, no caso não periódico, e

upx, tq � F �1
�
e

�ik
Apkq t pφpkq� pxq, no caso periódico.
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Boa colocação equação não linear

Teorema 2.2.

Sejam s ¡ 1
2 e φ P Hs . Então existe T � T ps, }φ}sq ¡ 0 tal

que o problema de Cauchy não linear$'''&'''%
u P C

�r�T ,Ts,Hs pou Hs
perq

�
ut � ux � 3

2
αuux �

a
β
ρ2

ρ1
T puxtq � 0 em Hs pou Hs

perq
up0q � φ P Hs pou Hs

perq,

é localmente bem-posto.
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Definição de boa colocação

Definição.

Sejam X ,Y espaços de Banach e F : Y Ñ X uma função
contínua. Diz-se que o problema de Cauchy#

utptq � F puptqq P X

up0q � φ P Y ,

é localmente bem-posto em Y se

(a) D T ¡ 0 e uma função u P Cpr�T ,Ts; Yq tal que up0q � φ

e a equação diferencial é satisfeita no seguinte sentido

lim
hÑ0

����upt � hq � uptq
h

� F pt , uptqq
����

X
� 0;
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Definição de boa colocação

Definição.

(b) o problema de Cauchy tem no máximo uma solução em
C pr�T ,Ts; Yq;

(c) e o mapa φ ÞÝÑ u é contínuo.
Mais precisamente, sejam φ�, φn P Y , n � 1, 2, . . ., tais
que φn

YÝÑ φ� e u� P C pr�T�,T�s; Yq, un as soluções
correspondentes. Então, @ n suficientemente grande, as
soluções un podem ser estendidas para o intervalo
r�T�,T�s e vale

lim
nÑ8

sup
r�T�,T�s

}unptq � u8ptq}Y � 0.
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Demonstração:

Equação integral: uptq � φ�
» t

0
G
�

3
4
αu2pτq � upτq



dτ.

J : Λ ÝÑ Λ
v ÞÝÑ Jv : r�T ,Ts ÝÑ Hs

per pou Hs
perq,

Jvptq � φ�
» t

0
G
�

3
4
αv2pτq � vpτq



dτ.

Teorema 2.3 (Teorema do Ponto Fixo de Banach).

Seja pΛ, dq um espaço métrico completo e suponha que
J : Λ Ñ Λ é uma contração estrita. Então J tem um único
ponto fixo, isto é, existe um único x0 P Λ tal que Jpx0q � x0.
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Λ � ΛpT ,R , φq �  
v P Cpr�T ,Ts; Hs pou Hs

perqq; dpv ,Φq ¤ R
(
.

T � min tT1,T2u ,

T1 �
a
β
ρ2

ρ1

�
R

R � }φ}s


�
1

3
4αCspR � }φ}sq � 1

�
,

T2 �
a
β
ρ2

ρ1

1

Cs
�

3
2α pR � }φ}sq � 1

� .
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(a) Existência de solução

D! v P Λ tal que vptq � φ�
» t

0
G �

�
3
4
αv2pτq � vpτq



dτ

lim
hÑ0

����vpt � hq � vptq
h

� rG � pvptqq
����

s
� 0.
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(b) Unicidade

$'&'%
vi P Cpr�T}φi}s ,T}φi}s s; Hs pou Hs

perqq
vit � rG � vi em Hs pou Hs

perq
vip0q � φi P Hs pou Hs

perq, i � 1, 2.

Desigualdade de Gronwall ñ

}v1ptq � v2ptq}s ¤ }φ1 � φ2}se rβ |t|, @ t P r�T ,Ts,

onde T � min
 
T}φ1}s , T}φ2}s

(
e

rβ � Cs
ρ1?
β ρ2

�
3
4
α p2R � }φ1}s � }φ2}sq � 1



, se t P r�T , 0s.
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(c) Dependência contínua dos dados iniciais

}vnptq � v�ptq}s ¤ C0}φn � φ�}s e C0 |t|

C0 � C1}φn � φ�}s
�
1 � e C0 |t|

� ,

Portanto
lim

nÑ8
sup

r�T ,Ts
}vnptq � v�ptq}s � 0.
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Boa colocação global

Teorema 2.4.

Sejam s ¡ 1
2 e φ P Hs . Então o problema de Cauchy não linear$'''&'''%

u P C
�
R,Hs pou Hs

perq
�

ut � ux � 3
2
αuux �

a
β
ρ2

ρ1
T puxtq � 0 em Hs pou Hs

perq
up0q � φ P Hs pou Hs

perq,

é globalmente bem-posto.
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Demonstração:

Lema 2.5.

Se u satisfaz a equação ILWR no sentido das distribuições e
u P Cpr�T ,Ts,Hsq para algum s ¡ 1

2 , então @ t P r�T ,Ts a
seguinte norma é preservada:

|||uptq||| 1
2
� |||φ||| 1

2
,

onde

|||f ||| 1
2
�

�» 8

�8
Apkq

���̂fpkq���2 dk

 1

2

.
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Demonstração:

}uptq}s ¤ }φ}s � ρ1?
βρ2

����» t

0
}u}s �

3
2
αCs }u}8 }u}s dτ

����
Lema 2.6 (Estimativa do tipo Brezis-Gallouet).

u P Hs , s ¡ 1
2 ñ }u}8 ¤ C

�
1 �

a
log p1 � }u}sq

	
}u} 1

2

}ηptq}s ¤ }φ}s � C0

����» t

0

�
2 �

b
log p1 � }η}sq



}η}s dτ

���� ,
ñ }ηptq}s ¤ eC1e3C0 t

,

C0 � C0

�
}φ} 1

2

	
e C1 � 1 � logp1 � }φ}sq.
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O sistema linearizado

Sistema linearizado:

α � 0 ñ
#
ηt � ux � 0

ut � ηx � bT ruxt s � a uxxt ,

Observação.

Equação da onda:

α � β � 0 ñ
#
ηt � ux � 0

ut � ηx � 0.
ñ ηxx � ηtt � 0.



Introdução

A equação ILW
Regularizada

O sistema
do tipo
Boussinesq
para ondas
intermediárias

Boa colocação sistema linearizado

Teorema 3.1.

O problema de Cauchy$''''&
''''%

pη, uq P C
�
R,Hs

per � Hs�1
per

�
ηt � ux � 0, em Hs

per � Hs�1
per

ut � ηx � b T ruxt s � a uxxt , em Hs
per � Hs�1

per

pηp0q, up0qq � pφ, ψq P Hs
per � Hs�1

per ,

s P R, é globalmente bem-posto. Sua única solução, que depende
continuamente do dado inicial, é dada por

�
η

u



px, tq �

�
���
pφpkq cos� k t?

rApkq



� i
brApkqpψpkq sen� k t?

rApkq



pψpkq cos� k t?

rApkq



� i 1?

rApkq
pφpkq sen� k t?

rApkq



�
��


q

pxq.
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Demonstração:

#
ηt � ux � 0,

ut � ηx � b T ruxt s � a uxxt ,
ñ Utptq � GUptq,

onde xGUpkq � MpkqpUpkq � �
0 ik

�rmpkq 0


 pUpkq,
rmpkq � �ikrApkq e U �

�
η

u



.

Lema 3.2.

s P R ñ G P BpHs
per � Hs�1

per q e

}GU}s,s̃ ¤
1

C1phq}U}s,s̃ .
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Na literatura: dispersão em ambas as equações

2006 - Alazman, Albert, Bona, Chen e Wu
(estudo analítico e numérico, modela ondas de superfície)$'&'%

ηt � ux � εpη uqx � 1
6
εηxxt

ut � ηx � εu ux � 1
6
εuxxt .

2014 - Grajales
(garante a existência local de soluções)$''&''%

ηt � pp1 � αηquqx �
ε2

6
ηxxt

ut � αu ux �
�

1 � ρ2

ρ1



ηx � ρ2

ρ1
εHpuxtq � ε2

6
uxxt ,
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(estudo analítico e numérico, modela ondas de superfície)$'&'%

ηt � ux � εpη uqx � 1
6
εηxxt

ut � ηx � εu ux � 1
6
εuxxt .

2014 - Grajales
(garante a existência local de soluções)$''&''%

ηt � pp1 � αηquqx �
ε2

6
ηxxt

ut � αu ux �
�

1 � ρ2

ρ1



ηx � ρ2

ρ1
εHpuxtq � ε2

6
uxxt ,
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Na literatura

2012 - Li Xu
(termo dispersivo apenas na primeira equação)$''&''%

ηt � ρ
�p1 � αηqu�x � rθb k cothphkqpηt sq �

rpθ � 1qρ b k cothphkqpuxsq � 0

ut � αρ u ux � p1 � ρq ηx � 0.

2002 e 2004 - Bona, Chen e Saut

1981 - Schonbeck
(existência e unicidade local, sistema original de Boussinesq)#

ηt � ux � puηqx � 0

ut � ηx � u ux � uxxt � 0.
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Propriedades de T

Lema 3.3.

Sejam f e g funções a valores reais. Então

xf ,T rgsys � �xg,T rfsys e xf ,T rfsys � 0,

@ s P R, sempre que o produto interno fizer sentido.

Lema 3.4.

xT rfs, fxys ¥ 0,

@ s P R, sempre que o produto interno fizer sentido.
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Leis de Conservação

» 8

�8
ηpx, tqdx �

» 8

�8
φpxqdx, e

Lptq � Lp0q,
onde

Lptq �
» 8

�8

v2

2
dx�b

2

» 8

�8
vxT rvsdx�a

2

» 8

�8
v2

x dx�
» 8

�8
σ0pω, 1q,

σ0pω, 1q � ω logω� ω� 1,

ω � 1 � αη, v � αu.
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Sistema com regularização parabólica

$'&'%
ηt � rp1 � αηqusx � εηxx ,

ut � αu ux � ηx � b T ruxt s � a uxxt , ε ¡ 0.

» 8

�8
ηpx, tqdx �

» 8

�8
φpxqdx e Lptq ¤ Lp0q,

onde

Lptq �
» 8

�8

v2

2
dx�b

2

» 8

�8
vxT rvsdx�a

2

» 8

�8
v2

x dx�
» 8

�8
σ0pω, 1q.
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Existência de solução (sist. regularizado)

Seguindo o que fez Iório (1986) para BO:

Teorema 3.5.

Sejam s ¡ 1
2 , ε ¡ 0 e pφ, ψq P Hs�1 � Hs�1. Então existe

Tε,s � T ps, }φ}s�1, }ψ}s�1, εq ¡ 0 tal que, para cada ε, o
problema de Cauchy não linear$''''&''''%

pη, uq P C
�r0,Tε,ss,Hs�1 � Hs�1�

ηt � rp1 � αηqusx � εηxx , em Hs�1 � Hs�1

ut � αu ux � ηx � b T ruxt s � a uxxt , em Hs�1 � Hs�1

pηp0q, up0qq � pφ, ψq P Hs�1 � Hs�1,
(1)

possui uma solução local pηε , uεq, no sentido forte.
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Demonstração: Formulação integral

$'''''&
'''''%

ηpt , xq � pKεptq � φq pxq �
» t

0

�
d
dx

Kεpt � τq � pu � αηuq pτq


pxq dτ

upt , xq � ψpxq �
» t

0

�rG �
�
η� α

u2

2



pτq
�
pxqdτ,

onde Kεpt , xq � 1?
4πεt

e�
x2
4εt e F

�rG � f
	
pkq � rmpkqpfpkq.



Introdução

A equação ILW
Regularizada

O sistema
do tipo
Boussinesq
para ondas
intermediárias

Extensão das soluções

Teorema 3.6.

Nas condições do teorema anterior seja, para cada ε ¡ 0,
pηε , uεq uma solução do problema de Cauchy (1). Então
pηε , uεq pode ser definida em um intervalo r0,Tss,
Ts � Tps, }φ}s�1, }ψ}s�1q ¡ 0 independente de ε. Além disso
existem ρ P C pr0,Tss,Rq e C1phq ¡ 0 tais que

}ηεptq}2
s � }uεptq}2

s � C1phq}uε}2
s�1 ¤ ρptq,

ρp0q � }φ}2
s � }ψ}2

s � C1phq}ψ}2
s�1, @ t P r0,Tss.
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Existência e unicidade de solução

Teorema 3.7.

Sejam s ¡ 3
2 e pφ, ψq P Hs�1 � Hs�1 funções a valores reais.

Então existe Ts � T ps, }φ}s�1, }ψ}s�1q ¡ 0 tal que o
problema de Cauchy não linear$''''&''''%

pη, uq P C
�r0,Tss,Hs � Hs�1�

ηt � rp1 � αηqusx � 0, em Hs�2 � Hs�1

ut � αu ux � ηx � bT ruxt s � a uxxt , em Hs�2 � Hs�1

pηp0q, up0qq � pφ, ψq P Hs�1 � Hs�1,

possui uma única solução local.
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Demonstração:

*
lim
εÑ0

pηεptq, uεptqq � pη0ptq, u0ptqq

existe em Hs�1 � Hs uniformemente sobre r0,Tss,

* Desigualdade de Gronwall ñ unicidade,

*
pη0, u0q P C

�r0,Tss,Hs � Hs�1�
e satisfaz a equação em Hs�2 � Hs�1.
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Obrigada

Obrigada pela atenção!
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